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1. Introducao

Necessita-se estudar a deformag@o e as tensdes nos sistemas materiais que estamos
projetando para aplicacdes de engenharia. Todos os materiais t€m um certo limite para suportar
forcas, que além do limite ndo conseguem desempenhar a fungdo pretendida. Todos os projetos
sdo baseados no critério de que os materiais utilizados tém a capacidade de suportar as cargas
de trabalho do sistema. Assim, € necessario determinar o estado de tensido na matéria.

A tensdo em um ponto continuo tridimensional pode ser medida em termos de nove
quantidades, trés por plano, em trés planos perpendiculares transversais no ponto. Essas nove
quantidades podem ser vistas como componentes do tensor de segunda ordem, chamado tensor
de tensdo.

Neste trabalho, pretende-se apresentar um estudo sobre a determinacdo das tensdes
principais utilizando o tensor das tensdes e circulo de Mohr.

2. Tensao

2.1. Estado de tensao

Considere um corpo onde forgas externas sdo aplicadas, entdo € feito uma seccio e
chegamos a um plano retirado desse corpo (Figura la) que age uma forca interna F, se
substituirmos por suas componentes AF, , AF,,, AF ;tangentes e normais a drea e reduzirmos
essa drea a um limite tendendo a zero, teremos entiao que o quociente entre a forca e drea tendera
a um limite:

y AF,
A/{IEO AA

g, =

E denominado tensao normal no plano.

AF u . . AF,

X 2
Figura la. .. = lim A&
2 a0 AA

Sao tensodes cisalhantes na dire¢do x e y no plano de dire¢do z. temos entdo o resultado
na Figura 1b.

z Se o corpo for ainda mais seccionado por outros planos
paralelos x-z e y-z, entdo poderemos cortar um elemento cubico
que representa o estado de tensao que age em torno do ponto
escolhido do corpo (Figura Ic¢).

7z

Assim o estado de tensdo € caracterizado por trés
componentes que agem em cada face do elemento orientado ao
longo dos eixos X, y, z totalizando 3 faces e nove quantidades de

Figura 1b.
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tensdes podendo ser vistas como componentes do tensor de segunda ordem, chamado tensor de
tensao.

Figura Ic.

2.2. Tensor de tensao

A tensdo, que é forga por unidade de drea, ndo depende apenas da magnitude da forca e
orientacdo do plano, mas também da dire¢ao da forca. Assim, a especificacdo da tensdo em um
ponto requer dois vetores, um perpendicular ao plano em que a forca estd agindo e a outro na
diregdo da forca. Esse objeto é conhecido como um tensor de segunda ordem. E definida como
dois vetores que ficam lado a lado e que atuam como uma unidade.

De acordo com o teorema da tensdo de Cauchy, conhecendo apenas os vetores tensao
sobre trés planos mutuamente perpendiculares, o vetor tensdo sobre qualquer outro plano
passando através daquele ponto pode ser determinado através das equacdes de transformacédo
de coordenadas.

O teorema da tensdo de Cauchy estabelece que existe um campo tensorial de segunda
ordem o(x, t), denominado tensor tensdo de Cauchy, independente de m, tal que T é um
funcional linear de n.

T =n-o

Considere um tetraedro com trés faces orientadas nos planos coordenados, e com uma
area infinitesimal dA orientada em um sentido arbitrdrio especificado por um vetor unitdrio
normal n, O tetraedro € formado cortando o elemento cubico infinitesimal ao longo de um plano
arbitrdrio n, O vetor tensdo sobre este plano é denotado por T™, Os vetores tensdo agindo sobre
as faces do tetraedro sio denotados por T(€1), T(¢2) e T(€3) O equilibrio de forcas:

h
TM™dA — T€DdA, — T€DdA, — T®DdA; = p(gdA)a

Onde o lado direito representa a massa do tetraedro
multiplicada por sua aceleracdo. Considerando o plano n como
base. As dreas das faces do tetraedro perpendiculares aos eixos
X1, X2, X3 podem ser determinadas por projecdo de dA sobre
cada face.

dAl = (n . el)dA = nldA
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dAZ = (n ' ez)dA = nsz
dA3 = (n ' eg)dA = ngdA

E entdo substituindo na equacao e cancelando dA por divisdo
h
T(n) — T(el)(n . e1) — T(ez)(n . ez) — T(e3)(n . eg) — p(g)a

Para considerar o caso limite quando o tetraedro se reduz a um ponto, 4 deve convergir
a zero (intuitivamente, o plano n € transladado ao longo de n para O). Como resultado, o lado
direito da equacdo converge para 0, e assim:

T(n) = T(el)(n . e1) + T(eZ)(n . ez) + T(e3)(n . e3)
T™W = n-(e,T€) + e,T®2) + g5 T())
Que podemos rearranjar como:

T(e1)
T(€2)
T(e3)

T™ = [n; ny ngl-

O termo entre parentes do lado direito representa o tensor de tensdes de Cauchy. O vetor
tensdo associado a cada um dos planos, T, T(€2) ¢ T(€3) pode ser decomposto em uma
componente normal e duas componentes cisalhantes, componentes nas direcoes dos trés eixos
coordenados.

T(el) = Tl(el)el + Tz(el)ez + T;el)eg = 01161 + T12€2 + T13€3
T(eZ) = Tl(eZ)el + Tz(eZ)eZ + TB(eZ)es = ‘[2181 + 0'2232 + T23e3

T(e3) = Tl(e3)el + TZ(eS)eZ + T3(23)33 = T31€1 + T32€7 + 033€3

T(ev) 011 T12 T13
o= |12 ]| = |Ta1 Oz2 Tz3
T(e3) T3z T3z 033

Substituindo em T™:
011 T12 T13
T™ = [n;n,ns] - [T21 022 723]
T31 T3z 033
011 T1i2 T13
[Tl(n)Tz(n)T;n)] = [nynyns] - [T21 022 Tzs]
T31 T3z 033
Ou podemos escrever também, de forma mais usual:

T(n)
1 011 T2 T3:11[Ma
Tz(n) = |T12 O22 T32||N2
T13 Tz3 O33]|N3

™
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Por simetria:

011 T21 T31 011 T2 T13
T12 022 T32|1=|T21 022 1323
T3 T T31

23 033 T32 033

¢ =, ¢ T™calculado terd suas componentes em termos dos
eixos X1, X5, X3, a normal ao plano sera dado pela componente

de TMna direcao da normali, e a tensao cisalhante, a

43

&

Figura le. (tns)z = |T(n)|2 - (tnn)z

2.3. Rotacao do tensor tensao

Um tensor de segunda ordem pode ser representado por dois sistemas de coordenadas
diferentes e manter as mesmas caracteristicas, ou seja, um tensor € contravariante assim como

um vetor. Nao entrando em muitas andlises algébricas, demonstremosatravés de um exemplo:

3’\ Observando a imagem ao lado, podemos escrever o vetor V
\ v o hos dois sistemas de coordenadas (x,y) e (x’,y’), sem perder as
\ / caracteristicas.
NAT ] i
Figura If. V =Vcos8x+Vsen0y,V =Vcos(6 —¢)x' +Vsen(6 — @)y’
cos(6 — @) = cos 6 cos ¢ + sen O sen @

sen(f — @) =senf cosp — cosf sen, reescrevendo essas duas equacdes, temos:

[Vcos(@ - @) _ [ cos¢@  sen fﬂ] [Vcos 9]
Vsen(6 — ¢) —seng Ccos@llVsen®
Vey =M 4

xX,y-oxLyrv x,y

Onde M, x/,y/€ a matriz de rotac@o que leva o vetor do sistema de coordenadas(x,y)

para (x’,y").

Analogamente, podemos fazer o mesmo com um tensor de tensao:

o =LolT

Document shared on www.docsity.com
Downloaded by: gether-filipe-7 (getherfilipe@hotmail.com)


https://www.docsity.com/?utm_source=docsity&amp;utm_medium=document&amp;utm_campaign=watermark

o' ¢é o tensor de tensdo em base de um sistema ortogonal rotacionado em relagdo ao
sistema ortogonal iniciale, como L é uma matriz de rotagdo, em um sistema de coordenadas
ortogonais sua inversa equivale a sua transposta.

Lt=1LTe LLT = I.
Basicamente, podemos entender a equacio de rota¢do do tensor como:
O-,x’y’z’ = [nyz - x’y’z’] Oxyz [LTx’y’z’—> xyz]

A matriz de rotacdo genérica em torno de um eixo qualquer de rotacdo é dada pelos
cossenos diretores a seguir:

cos(x’,x) cos(x’,y) cos(x’,z)
L = |cos(y',x) cos(y',y) cos(y',z)
cos(z',x) cos(z',y) cos(z',z)

Onde cos(a’, b) é o ngulo entre os eixos a’e b. Se escolhermos como eixo de rotagdo,

um dos eixos do seu sistema de coordenadas (X, y, z). Lg pode ser uma rotagdo apenas em torno

do eixo zcomo na Figura 1d ou uma rotagao em torno do eixo x e y, assim:

cosf senf O

L,=|—senf cosf O
0 0 1
1 0 0
L,=|0 cos¢ seng
0 —seng cosg
cosae 0 —sena
L,= 0 1 0

sena 0 cosa

E o tensor de tensdes em um sistema de coordenadas rotacionado de 8 em torno de z
fica definido como:

cosf@ senf O0][%11 Tiz Ti3][cos@ —senf O
o' =|—senf cos@ O0||T21 022 T23||senf cosf O
0 0 111731 T3z O33 0 0 1

Uma rotag¢do em torno de um eixo arbitrario qualquer pode ser decomposta em rotagdes
sucessivas em torno dos eixos que compdem um sistema inercial fixo euclidiano pelos trés

angulos de Euler. Podemos entao rotacionar em torno de z, depois em torno de x, e depois em
torno de y, da seguinte maneira:

! T "o__ ryT "nro__ myT
¢ =L,oL, ' =L,o'L; 0" =Lyo'L,

Ou também dessa forma: 6" = L, L, L, 6 L7LLL}
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2.4. Tensoes principais e planos principais

Para um determinado estado de tensdo, a determinacdo das tensdes normais e os esforcos
de cisalhamento mdximos em um ponto sdo de interesse considerdvel no projeto das estruturas
porque ocorrem falhas quando as magnitudes das tensdes excedem os permitidos valores de

tensdo, chamados pontos fortes do material.

A este respeito, é preciso determinar os valores e os planos nos quais as tensdes sao
mdaximas. Assim, devemos determinar os autovalores e os vetores proprios associados ao tensor
tensdo.E claro a partir da Figura 1d e 1¢ que o componente normal de um vetor detensado é o

maximo quando T™ ¢ paralelo ao vetor normal n.

) Se designarmos o valor de tensdonormal por A. entdo podemos
T escrever T™ = An. No entanto, pela férmula de Cauchy T™ =

n-o = o - n. (Devido a simetria do tensor de tensio).

o'n=41n
dm = pdV

_T(Gzt)

Figura 1d- Elemento infinitesimal
seccionado.

(6—AD)'n=0

2.4.1. Autovalor e autovetor

A equacdo acima é um conjunto homogéneo de equagdes para os componentes do vetor
ne uma solucdo ndo trivial existird se o determinante da matriz for nulo, ou seja, se a matriz
(o — Ando for invertivel. O esse determinante nulo produz uma equagdo cuibica para a
equacdo caracteristica calculada, cuja solug@o produz trés valores de A. Os autovaloresAdeo sao

chamados de tensdes principais e os autovetores associados sdo chamados de planos principais.

Isso é para um determinado estado de situacdo, dado ponto no corpo. existe um conjunto

de planos em que o vetor de tensdo é normal para os planos ndo ha componente de cisalhamento

nos planos.
det(e —AI) =0
01— 4 T12 T13
T21 Oy — A T23 =0
T31 T32 033 — A
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Produz A4, 4, A3, trés tensdes normais aos planos, para cada autovalor 4;, existe um
autovetor n; normal ao plano onde se encontra essa tensdo normal A;, todas as tensdes

cisalhantes sdo nulas.

2.5. Tensoes cisalhantes maximas

Na sec@o anterior, estudamos o procedimento para determinar as tensdesnormais
mdximas em um ponto. Os autovalores do tensor de tensdo no ponto sao as tensdes normais
mdaximas em trés planos perpendiculares (cujas normais sdo os autovetores) € a maior dessas
trés tensodes € a verdadeiratensao normal maxima. Lembre-se de que as tensdes de cisalhamento
sdo zero nos planos principais. Nesta secc@o. desejamos determinar as tensdes de cisalhamento

mdaxima e seus planos.

Seja A4, 4,, A3 denotar as tensdes principais (normais) € n um vetor normal da unidade
arbitraria. Entdo o vetor de tensdo é t = A;n €1 + Anye, + Azngese ty, = 4yn? + A,n3 +
A3n3. O quadrado da magnitude do esforgo de cisalhamento no plano com a unidade normal n

¢é dado por:

2
(tns)? = |T®|" = (tp)? = 32 + A%nd + A3n? — (4n? + 1,03 + A3n3)?

Utilizando alguns métodos matematicos que ndo serd abordado aqui. Podemos concluir

que a tensdo cisalhante maxima € dada por:

1
(tns)max = E (Amax — Amin)

Onde 1,5, € Amin€a maxima e minima tensdo principal respectivamente. O plano da

tensdo cisalhante maxima atua entre os planos de tenso principal maxima e minimo.
Mps = MYy — nlmin

n,s ¢ anormal ao plano onde atua a tensao cisalhante maxima.

2.6. Circulo de Mohr das tensoes

2.6.1. Estado Plano de Tensoes

Esse estado € obtido quando ndo h4 carga em uma superficie do corpo, assim as
componentes das tensdes normal e de cisalhamento serdo nulos na face de um elemento
localizado nessa superficie, ou seja, 6, = Ty, = Tx, = 0. Dessa forma, o elemento infinitesimal do

estado plano de tensdes fica:
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Ox

Figura 2- Estado plano de tensoes.
E este também pode ser representado dessa forma:

Ty

Figura 3- Vista bidimensional do plano de tensoes.

2.6.2. Transformacao de eixos para o estado plano de tensoes

Ao se rotacionar o elemento infinitesimal de um angulo 8 gerando novos eixos X’ e y’

perpendiculares também rotacionados de 8 como mostrados abaixo:

Figura 4- Novos eixos x' e y'

Por trigonometria e métodos mateméticos foram determinadas algumas equacgdes gerais

de transformac@o dos eixos de coordenada x e y para os eixos x’ ¢ y’ abaixo:

o, + o 0, — O

Op = — > LA x2 Y cos20 + Tyy Sin 26 (Eq.1)
o, +0 0, — O

O-yl= &l y_ = y

5 5 cos 260 — Ty, sin 26 (Eq.2)
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11

Ox — 0y
Toyr = —— 5 sin 20 + T4, cos26 (Eq.3)
Essas equagOes sdo utilizadas para acharmos as tensdes principais e de cisalhamento

mdaxima no plano derivando-as em relag@o a 8 e igualando a 0, obtendo-se as expressdes abaixo:

2Ty
tan 260, = ———— Eq.4
an 2oy P (Eq.4)
_(O-x_o-y)
tan 260, = —— Eq.5

Onde os valores de 6,580 os dngulos dos planos da tensdo normal maxima e minima e
os valores de 6, sdo os dngulos que nos ddo a orientacdo do elemento cujas faces sofrem tensdo
de cisalhamento méaxima. De uma forma genérica, aplicando os resultados obtidos e

simplificando, a férmula para as tensdes principais e tensdo de cisalhamento méxima sao:

2

o, + o g, — O

01 = x2 Y + (x2 y) + Ty? (Eq.6)
Ox — 0y 2 5

Tmax = (T) T Tyy (Eq.7)

Outra forma de abordarmos o tema de tensdes principais e de cisalhamento maxima é
uma forma “grafica” chamada de Circulo de Mohr, neste caso, para tensdes no plano. Tal

método € obtido eliminando o 6 das equagdes 1 e 3 e somando-as, obtendo assim:

(O — Omea)?* + TZ1y = R? (Eq.8)

Oxtoy

_ 2
Onde 0,44 = e R= \/ (@) + T4y 2. Tal equagdo pode ser interpretada como

a equagdo de um circulo com centro deslocado de 0,44 no eixo das tensdes normais € com raio

R.

Para a construcdo do Circulo de Mohr, € necessério primeiramente definir os eixos o e T,
seguindo as notagdes do livro Hibbeler de Resisténcias dos Materiais consideraremos o eixo o
na horizontal positivo para a direita e o eixo 7 vertical positivo para baixo. Dessa maneira, o
centro do circulo (C) € marcado em C (0,64, 0) como dito anteriormente. O proximo passo €
descobrir um ponto do circulo para que depois possamos termind-lo, e como sabemos os valores

das tensdes normal e de cisalhamento para quando 6 = 0° (0y, = 0y € Ty = Txy,), iStO €,
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osvalores calculados sem rotag¢do do elemento, e os eixos x'e y' coincidem com os eixos x e y,

respectivamente, temos 0 nosso ponto A ( Iy, Tyy)-

ay b ) _V’

Figura 5- Descoberta do ponto A.

Assim, podemos montar o Circulo de Mohr que ficard como mostrado na figura a seguir.

Figura 6- Construgdo do Circulo de Mohr.

Para analisarmos as tensdes principais, vamos analisar seus médulos e angulo de rotagdo

ou do plano de corte. Os valores 07, sdo obtidos a partir de 07, = Oppeq = R, € para sabero
valor do angulo de rotagdo do elemento (6,,), temos que descobrir o dngulo entre CA e o eixo
o () medido no sentido anti-hordrio, lembrando que a = 26,1, € qued; e o,estdo separados
por 90°no elemento e por 180° no Circulo de Mohr. Esses angulos estdo melhores mostrados

na figura 6.
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oyt oy
Tméd = T

Figura 7- Angulos ¢ e Qpldas tensoes principais.

Para analisarmos a tensdo de cisalhamento maxima, observemos o circulo de Mohr da
figura 6. Nele podemos perceber que ela se dd no ponto mais baixo do circulo (E), onde a tensdao
normal € g,,44 € o valor da tensdo de cisalhamento vale 7,5, = R. E como visto na figura 7, o
angulo f de rotacdo (em sentido horario) no circulo de Mohr representa 26, (duas vezes o

angulo de rotacdo do elemento no mesmo sentido).

(7."," )mAx
no plano

oyt oy

Tméd = B

Figura 8- Angulos [ e 6. da tensdo de cisalhamento mdxima.

2.6.3. Circulo de Mohr e o estado triplo de tensoes

Como j4 visto, quando um ponto em um corpo esté sujeito a um estado de tensdo geral
tridimensional, haverd em todas as faces do elemento infinitesimal duas tensdes de
cisalhamento e uma tensdo normal. Para esse estado também € possivel desenvolver equacdes
de transformacdo de tensdo que podem ser usadas para determinar as componentes de tensao
normal e de cisalhamento que agem em qualquer plano obliquo do elemento. A discussdo da
transformacdo de tensdo em trés dimensdes ndo é o foco dessa disciplina, entretanto, ela é
discutida em livros que tratam da teoria da elasticidade. Para nossa finalidade, consideraremos
que a orientacdo principal do elemento e as tensdes principais sdo conhecidas, condi¢ao

conhecida como tensao triaxial.
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Tratando o elemento infinitesimal no estado geral como trés estados planos de tensao, é
possivel montar trés circulos de Mohr no mesmo sistema de eixos onde os trés circulos estdo
correlacionados. Dizendo que as tensdes principais no elemento t€m intensidades méxima,
intermedidria ou minima, temos que os trés estados planos sdo como os representados na figura

8 e os trés circulos de Mohr correlacionados sdo mostrados na figura 9.

T min T i
min
I T T it

T ix ‘ﬁ p—
Tmiéx

l | 1

Figura 9- Estados planos de tensdo do elemento carregado na condi¢do de tensdo triaxial.

Tmin

(T2 Imix = Tabs
milx

T

Figura 10- Circulo de Mohr para o estado triplo de tensoes.

A partir da figura 8, notamos que o centro do circulo maior é dado no ponto

Omax+Omi
C( max min

. ,0), ainda podemos perceber que a tensdo de cisalhamento maxima absoluta € dada

. . . . Omax—0mi . . ~
pelo raio do circulo maior, ou seja, Tgps max = W Similarmente, as outras tensdes de

cisalhamento mixima podem ser calculadas.

Em uma andlise desse Circulo de Mohr para o estado triplo de tensdes, notamos que
independentemente da orientacdo do plano, a tensdo de cisalhamento T no plano sempre sera
menor do que a tensdo de cisalhamento maxima. Nesse mesmo sentido, a tensdo normal o que
age em qualquer plano terd um valor que se encontrard entre as tensdes principais maxima e

minima, ou seja, Oix = 0 = Opin-
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3. Inércia de Area

3.1. Definicao

O momento de inércia de area, também chamado de segundo momento de drea ou
segundo momento de inércia, € uma propriedade geométrica da secdo transversal de elementos
estruturais. Fisicamente o segundo momento de inércia estd relacionado com as tensdes e
deformacdes que aparecem por flexdo em um elemento estrutural e, portanto, junto com as

propriedades do material determina a resisténcia de um elemento estrutural sob flexo.

Definimos os momentos de inércia como:

— 2
— 2
. Ly = [ x*dA
@ -
Figura 11- Elemento plano para cdlculo de inércia. Em torno dos eixos x € Y, respectivamente. E

o produto de inércia como sendo:
Iy, = [ 4 XydA
Somando Iy € I, definimos o momento polar de inércia:
Le + 1y = [ ,y?dA + [ ,x*dA = [,(y* +x*)dA = [,r?dA
Jo =], r?dA

Como 2 é uma distancia independende da dire¢do dos eixos y,x, J, depende apenas de

onde estd o ponto O de origem, e independe da rotacdo de x,y.

Jo = Ly + Iyy =1, + Iyryr

Figura 12- Rotagcdo do sistema de
coordenadas.
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3.2. Eixos principais de inércia com Circulo de Mohr

Podemos decompor os eixos x’ e ¥’ nos eixos x e y, em termos de a, substitui-los nas

equacdes de inércia e expressar as inércias nos eixos x' e y' em termos de x e y:
Ly = Iy sen® @ + I, cos? a — 21, sena cos a
Lty = Ly, cos? a + I, sen® a + 21,y sen a cos a
Lyyr = Iy (cos®* @ —sen” @) + (I, — I,) senacosa

Manipulando essas equagdes podemos chegar em:

Ly + Iy\* Ly — Ly\*
(Tt =Z2222) 4 (1) = (2222) 4 (1)

) < ) Lix+
Que € a equagio para o circulo de Mohr com centro em (%, 0)

Lembrando que Iy + I,y = Lyryr + 1,10

Podemos ver a inércia méxima esti no ponto A. e

a minima esta em B, com Ixryr = 0.

o B

Ly + Iyy 2 Lx — Iyy ? 2
=™

— Linin—]

Live

L

2

L., +1 L., —1 2
Iméx,min == + (u) + (li/)

2 2 2
Lg—T e ) el =R 2 2

Lol dy—dy 5
L ave = o R= ( b +1y | Lpax € Inin definem as inércias principais do plano.

3.3. Tensor de inércia
Podemos tomar uma matriz com elementos de inércia para um plano qualquer, onde os

eixos x e y estdo no plano, e o eixo z estd ortogonal ao plano.
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0 0 J

De fato I,y € I, serdo zeros, ja que ndo possui elemento de drea nos planos z-x € z-y, e
I,, serd equivalente a inércia polar J,. Assim para a matriz de inércia, o tensor de inércia esta
definido para rotacdo em torno do eixo z (normal ao plano), e I, possuird 3 autovalores e 3
autovetores, dois dos quais apontam para o madximo e minimo momento de inércia, e o dltimo

aponta na dire¢do de z, que € J, invariante com a rotagdo em torno de z.

A matriz acima é preenchida considerando os eixos X, y no plano e z normal ao plano,

mas pode ser refeita para qualquer caso, seja x,z no plano e y normal ou y,z no plano e X normal.
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3.4. Rotacao do tensor de inércia

18

Se retornarmos as equacdes anteriores de inércia em eixos rotacionados na se¢éo 3.2:

Ly = Iy, sen® a + Iy cos® a —

2l senacosa

— 2 2
Ly =1,y cos® a + I sen” a + 21, sena cos a

Ly r—Iy(cos a—sen?a) + (Ly —

l,,)senacosa

I, = 1,5, jd que o plano em 3.1 ndo possui dimensdo nem drea em z.

Essas equagdes podem ser reescritas de forma:

Ix'x' Ix’y' I 7! cosd —senf O Ixx
Lyryr Iyryr Ity sen9 cos 9 0| |1yx
Ilel IZIyI I 1.l 1 sz
Ou
Lew =Ly —Lyy cos6 senf O0][ lxx
=yt Iy =Iyry| =|—senf cos@ 0 Ly
=Ly =Ly Ly 0 0 1 L

Ly
lyy
I,y

Ly,

cosf8 senf O
ly;[|—sen® cos@ 0O
L.l o 0o 1

cosf —senf O
sen 0 cos 9 0
1

Para a primeira equag@o matricial, podemos escrever o produto matricial como sendo:

I'=LT-1-1L

Onde L representa a matriz de rotacio dos eixos x,y.Como LT = L™1, a inversa é igual

a transposta, multiplicando a esquerda por L.
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3.5. Momentos de Inércia principais
L-I'=I1-L - I-L=1L-TI

Se estamos interessados em I’ com as inércias maximas e minimas, I,r,s e I,/ se
anulam, e I equivale a uma matriz diagonal. Pelo teorema da diagonalizacéo em édlgebra linear,

L é formado por autovetores e I'contém os autovalores em sua diagonal.

A 0 0
L-I’=L[0 Az 0]:[/11x1 Azxy  A3x3]
0 0 A
Ly Ixy Iy,
L=l Ly Ly|[x1 Xz X3] =[Ix; Ix; Ix3]
sz Izy Iy,

Igualando as colunas [ - L = L-I'.

le = /11x1
Ixz = Azxz
Ix3 = /13x3

Onde A; s@o autovalores da matriz I, e x; sdo os autovetores associados aos respectivos

autovalores A;. Para encontrar esses autovalores, devemos fazer:
Pode ser verificado que det(I, — Al) = 0, faz:

Le—24 Ly 0

Lyx Ly — 4 0 =0 (Lex = DUy =D Uo =) = Liylyx(Jo —4) = 0
0 0 Jo—4

0
Uma solucdo é 1; = J,, e seu autovetor é lO], onde a = VR, na direcdo do eixo z.
a

E as outras duas solucdes, sdo a resolucdo da equagio:
(hex = DUyy =) = Lyl = 0

22— UL+ Lyy) + Lyl — (Ly)? = 0

(Lt Ly) £ \/ (Lt L))" = 4(Lxlyy — (Iy)?)
2,3 = 2
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_ (et Iy) N <1xx+ Iyy>2

2 2 - Ixxlyy + (Ixy)z

Ly +1 Ly — L\ 2
_ xx2 yyi (xx2 yy) +(Ixy)2

Isso prova a equivaléncia entre circulo de Mohr e matriz de inércia.

/12,3 = lmax,min

Ap6s achar 4, 3, encontre os autovetores X,e X3 associados e eles estardo apontados na

dire¢do dos eixos principais de inércia x'e y'.

4. Exemplos

Exemplo 1: Encontre os momentos de inércia e produtos de inércia para a drea
mostrada na figura abaixo em relacdo ao centréide da peca. Encontre os principais momentos

de inércia de area usando Mohr e o método de autovalor e autovetor.

-1 m—

0 r
3m
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Solugdo:

Dividindo a peca em duas figuras C; e Ca:

\
N

Y

_ Yalit X by Yo li FYede
A+ 4, Ve A, + 4,

Com isso obtemos x, = 1.25me y, = 0.75m

Os momentos de inércia com relagdo ao centréide podem ser calculados utilizando-se

do teorema dos eixos paralelos:
Ixx = [IC1x1x1 + (yC1)2A1 ] + [ICZ.X'ZXZ + (yC2)2A2 ]
Iyy = [1013’13’1 + (xC1)2A1 ] + [ICZY23’2 + (XC2)2A2 ]

Iz = Ly + 1y

Com isso obtemos Ixx = 1,083 m*, Iyy = 3,083 m*e Izz = 4,166 m*.

O produto de inércia também pode ser calculado utilizando o teorema dos eixos

paralelos:
Ixy = Iclxlyl + xclyclAl + IC2X2y2 + szyCZAZ
Logo, Iy, = —0,938 m*

Entéo, construindo o tensor de inércia:
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1,08 —0938 0
[[1=]-0938 308 0
0 0 417

Encontrando os momentos de inércia principais pelo método de autovalor e

autovetor:

Fazendo det(I — AI) =0

1,08—-1 -0,938 0
—-0,938 3,08—1 0 =0
0 0 4,17 -1

Como visto temos que 4y = 4,17 m*e A3 3 = Lnsxmin

Logo, 1,3 = Ixx;Iyy i\](lxx;lyy)z + (Ixy)2

Entdo obtemos apés substituir: Iz, = 3,45 m* e I, = 0,713 m*.
Encontrando os momentos de inércia principais pelo método do circulo de Mohr:

Utilizando o circulo de Mohr nds temos que os momentos de inércia principais podem

ser determinadas fazendo o centro (C) somado ao raio (R):

Lx + 1 Lex = Iyy\?
Iméx,minzciR=¥i\/<¥) (1)

1,08 + 3,08 + \/(1,08 — 3,08

L. : o=
max,mmn 2 2

)2 + (—0,938)2

Iax = 3,45 m* e I,,;, = 0,713 m*
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Exemplo 2: Determine as principais tensdes do elemento abaixo utilizando Mohr e o
método de autovalor e autovetor. Além disso, determine o estado de tensao no elemento

rotacionado em + 30° em torno de z.

0y =68 MPa

Solugdo:
Construindo o tensor:
Tyx < 0, pois a drea aponta para +y € a tensdo em —x.

Oxx —14 0

o= |Tyx Uyy TyZI [ 0

Tzx Ozz 0

Método de autovalor e autovetor:
68—1 —14 0
—-14 30—-A1 0f=0
0 0 —A

Ao realizar o determinante encontramos A, = 72,6 MPa e 1; = 25,4 MPa que séo

Omix € Omi, '€Spectivamente.

Para determinar os autovetores substituimos A, € A, em (¢ — AI)n = 0 encontrando
assim os autovetores n; e n» respectivos a A e A2. Assim, ap0s realizar os célculos

encontramos:
n, =(—0.95,0.31,0) e n, = (0.31,0.95,0)

Portanto, para determinar o angulo podemos fazer um produto interno entre n, € o

vetor unitario do eixo x:

ny i = |nq||i]cos 6
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cos8 =0,31
0 =71,94°
! A;=254MPa

Pelo circulo de Mohr:

Utilizando o circulo de Mohr nés temos que as tensdes principais podem ser

determinadas fazendo o centro (C) somado ao raio (R):

ox + 0y Ox — Oy 2
Omax,min = CtR= > i\/( 2 ) + Txyz

68 + 30 68 — 30\° ,
Omax,min = R + <—2 ) + (—14)

Omax = 72,6 MPa e o, = 25,4 MPa

O angulo pode ser determinado da seguinte forma:

27y,

tan ZGP =
Ox — 0

24

Substituindo os valores pode-se obter 8, = 18,2 para oy, entdo para 6x 6, = 71,8°.

Rotacionando o elemento em +30° em torno de z. Utilizando tensor:

cos 30 sen30 O —14 0 cos30 —sen30 O
o' =|—sen30 cos 30 O sen 30 cos 30 0
0 1
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-23,45 51,62 O

46,37 2345 0
o' =
0 0 0

y y’
0, =30Mpa

gy =51,62
Mpa

1
T, =-23,45 My X

T, =-14 Mpa g, = 46,37 Mpa
X
g, = 68 Mpa
Utilizando Mohr:
Ix Como C = 68;49 =49
68 / o, = C — R cos(180 — 96,38)
T
60° ™ O';’C = 46,37 Mpa
36,38° a
30
) 0y = C + R cos(180 — 96,38)
% | o, = 51,62 Mpa

Txy

Txy = —Rsen(180 — 96,38)

Tyy = —23,45 Mpa

Document shared on www.docsity.com
Downloaded by: gether-filipe-7 (getherfilipe@hotmail.com)


https://www.docsity.com/?utm_source=docsity&amp;utm_medium=document&amp;utm_campaign=watermark

26

Referéncias bibliograficas

[1] J.N. Reddy. An Introduction to continuum mechanics, with applications. 1.ed.

Cambridge, 2010 Reimpr. 349p.

[2] TENSOR TENSAO DE CAUCHY. Disponivel em :
<https://pt.wikipedia.org/wiki/Tensor tens%C3%A30 de Cauchy>. Acesso em: 18
nov. 2017.

[3] HIBBELER, R. C. Resisténcia dos materiais. 7. ed. Sdo Paulo-SP: Pearson
Education do Brasil Ltda. 2010.

[4] Lay, David C. Algebra linear e suas aplicagdes, 4. ed. LTC 2012.

[5] MECANICA DOS SOLIDOS 1. Disponivel em :
<http://abraga.usuarios.rdc.puc-rio.br/mecsoll/parte3-plano-tensao.pdf>. Acesso em:

19 nov. 2017.

[6] PMR 2560 Robética USP. Aula 2 parte 1. Transformacdes de Coordenadas.

[77 TRANSFORMACAO DE COORDENADAS: PARAMETROS DE
REPRESENTACAO. Disponivel em :

<http://www.ebah.com.br/content/ ABAAAAAjOAH/cap2-parte1-06>. Acesso em: 8
nov. 2017.

[8] Dan B. Marghitu, Mihai Dupac. Advanced Dynamics, Centroids and Moments of
Inertia, Chapter 2. Springer. 2012.

[9] ANGULOS DE EULER. Disponivel em :
<https://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%82ngulos de Euler>. Acesso em: 24 nov. 2017.

[10] MATRIZ DE ROTACAO. Disponivel em :
<https://pt.wikipedia.org/wiki/Matriz_de rota%C3%A7%C3%A30>. Acesso em: 10
nov. 2017.

[11] Prof. Walter Fetter Lages. Descricdoes e Transformagdes Espaciais. ENG10026
Robdtica A. UFRGS Escola de Engenharia Departamento de Sistemas Elétricos de
Automacio e Energia 27 de setembro de 2017.

[12] ROTATION MATRIX. Disponivel em :

< http://mathworld.wolfram.com/rotationmatrix.html>. Acesso em : 27 nov. 2017.

Document shared on www.docsity.com
Downloaded by: gether-filipe-7 (getherfilipe@hotmail.com)


https://pt.wikipedia.org/wiki/Tensor_tens%C3%A3o_de_Cauchy
http://abraga.usuarios.rdc.puc-rio.br/mecsol1/parte3-plano-tensao.pdf
http://www.ebah.com.br/content/ABAAAAAj0AH/cap2-parte1-06
https://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%82ngulos_de_Euler
https://pt.wikipedia.org/wiki/Matriz_de_rota%C3%A7%C3%A3o
http://mathworld.wolfram.com/rotationmatrix.html
https://www.docsity.com/?utm_source=docsity&amp;utm_medium=document&amp;utm_campaign=watermark

